
函数的极限 



lim n
n

x a


 即 lim ( )
n

f n a


  

 当 n 时，  f n 无限接近于确定的数 a  

 0  ， 0N  ，当n N 时，有  f n a    



1. 0x x 时，对应的函数值  f x 的变化情形 

2. x 时，对应的函数值  f x 的变化情形 

两种情形： 



自变量趋于无穷大时函数的极限 

函数极限的性质 

自变量趋于有限值时函数的极限 



自变量趋于有限值

时函数的极限  



如果在 0x x 的过程中， 

对应的函数值  f x 无限接近于确定的数值 A， 

则称 A为  f x 当 0x x 时的极限. 

  

0x x    

   f x A  

  

设  f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义. 

0   



定义 设函数  f x 在点 0x 的某一去心邻域内 

0  ， 0  ， 

当 00 x x    时，有  f x A   ， 

记作 

有定义，如果存在常数 A ， 

 
0

lim
x x

f x A


 或  f x A  (当 0x x ). 

那么常数 A称为函数  f x 当 0x x 时的极限， 



O x

y

0x

( )y f x

A

A 

A 

0x  0x 

对 这 给 定 的  ，  

注 1.几何解释  0  ，作平行于 x 轴两直线， 

 f x 的函数值均在 

当    0 0 0,x x x x x     时， 

这两直线之间. 



与  f x 在 0x x 处是否有定义无关； 

2. 0x x 时函数  f x 有没有极限 



例 证明
0

lim
x x

c c


 ，此处 c为常数. 

证明   0f x A c c      ， 

所以可任取一正数 ， 

0  ， 0  ，当 00 x x    时， 

0  ， 

有  f x A   . 

则当 00 x x    时， 

有   0f x A c c      ，因此
0

lim
x x

c c


 . 



例 证明
0

0lim
x x

x x


 . 

证明 要使   0f x A x x     ， 

只要 0x x   ， 

则当 00 x x    时，有   0f x A x x     ， 

因此
0

0lim
x x

x x


 . 

0  ， 

取  ， 



例 证明  
1

lim 4 1 3
x

x


  . 

证明 

要使   4 1 3 4 1f x A x x        ， 

只要 1
4

x


  ， 

有   4 1 3f x A x      ，因此  
1

lim 4 1 3
x

x


  . 

取
4


  ，则当0 1x    时， 

0  ， 



例  证明
2

1

1
lim 2

1x

x

x





. 

证明  这里，函数在 1x  是没有定义的，但是 

函数当 1x  时的极限存在与否与它并无关系. 

因此 0  ，要使 

 
2 1

2 1 2 1
1

x
f x A x x

x



        


， 

取  ，则当0 1x    时， 

有  
2 1

2
1

x
f x A

x



   


， 因此

2

1

1
lim 2

1x

x

x





. 

只要 1x   ， 



 
0

lim
x x

f x A


 中 “ 0x x ” 的实质含义： 

x 既从 0x 的左侧也从 0x 的右侧趋于 0x . 
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1
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（1） 0x x 时，  f x 趋于 A， 

则称 A为  f x 当 0x x 时的右极限， 

记作：    
0

0 lim
x x

f x f x A





  . 

0  ， 0  ，当 00 x x    时， 

恒有  f x A   . 

(right-hand limit) 



（2） 0x x 时，  f x 趋于 A， 

则称 A为  f x 当 0x x 时的左极限; 

记作：    
0

0 lim
x x

f x f x A





  . 

0  ， 0  ，当 0 0x x    时， 

恒有  f x A   . 

(left-hand limit) 



定理      
0

0 0lim
x x

f x A f x f x A 


     

推论 如果  0f x 、  0f x 中有一个不存在， 

或两个虽存在但不相等， 则  
0

lim
x x

f x


不存在. 

右极限和左极限统称为单侧极限. 



例 证明函数 

证明 

当 1x  时极限不存在. 

 1f 
 

 1 3f   ， 

 
2

4 1, 1,

0, 1,

1
, 1.

1

x x

x
f x

x
x

x

 



 




 

 

因为 

 
1

lim 4 1
x

x


    
1

lim 4 1 3
x

x


  .   

所以  
1

lim
x

f x


不存在. 

 1 2f   ， 



自变量趋于无穷大

时函数的极限  



如果在 x 过程中， 

对应的函数值  f x 无限接近于确定的数值 A， 

则称 A为  f x 当 x 时的极限. 

定义 设函数  f x 当 x 大于某一正数时有定义， 



定义  

 

设函数  f x 当 x 大于某一正数时 

0  ， 0X  , 

当 x X 时，有  f x A   ， 

记作 

有定义，如果存在常数 A ， 

 lim
x

f x A


 ，或  f x A (当 x  ). 

那么常数 A称为函数  f x 当 x 时的极限， 



几何解释 0  ，作两直线， 

当 x X 时，  y f x 的图形位于这两直线之间.  

XX

A

A
O x

y

)(xfy 
A

直线 y A 为函数  y f x 的图形的水平渐近线.  
(horizontal asymptote) 



x  ，有  f x A ，就有  lim
x

f x A


 ， 

当 x X 时，恒有  f x A   . 

即： 0  ， 0X  ，  

x  ，有  f x A ，就有  lim
x

f x A


 ， 

当 x X  时，恒有  f x A   . 

即： 0  ， 0X  ，  



 lim
x

f x A


   

 lim
x

f x A


  且  lim
x

f x A


   

定理 



例 证明
1

lim 0
x x

 . 
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例 证明
1

lim 0
x x

 . 

 
证明 要使  

1 1
0f x A

x x
     ， 0  ， 

有  
1

0f x A
x

    ， 即
1

lim 0
x x

 . 

取
1

X


 ，则当 x X 时， 只要
1

x


 ， 



函数极限的性质  



以“  
0

lim
x x

f x


”这种形式为代表 

给出关于函数极限性质的一些定理， 

并就其中的一个给出证明. 



定理 1（函数极限的唯一性） 

如果  
0

lim
x x

f x


存在，那么这极限唯一. 



定理 2（函数极限的局部有界性） 

如果  
0

lim
x x

f x


存在，那么存在常数 0M  和 0  ， 

使得当 00 x x    时，有  f x M . 



定理 3（函数极限的局部保号性） 

且 0A  （或 0A  ），那么存在 0  ， 

使得当 00 x x    时，有   0f x  （或   0f x  ）. 

设 0A  . 

如果  
0

lim
x x

f x A


 ， 

证明 

0  ， 0  ，当 00 x x    时，恒有  f x A   ， 

因为  
0

lim
x x

f x A


 ，则 

即  A f x A     ， 

  0
2 2

A A
f x A    ；同理可证 0A  的情形. 

可取 0
2

A
   ，则 



推论  如果  
0

lim
x x

f x A


 （ 0A  ）， 

那么存在 0  ，使得当 00 x x    时， 

有  
2

A
f x  . 



推论  如果存在 0  ，使得当 00 x x    时， 

  0f x  （或   0f x  ），且  
0

lim
x x

f x A


 ， 

那么 0A  （或 0A  ）. 



定理 4（函数极限与数列极限的关系） 

若极限  
0

lim
x x

f x


存在， nx 为函数  f x 的定义域内 

任一收敛于 0x 的数列，且满足  0nx x n  +N ， 

那么相应的函数值数列   nf x 必收敛， 

且    
0

lim limn
n x x

f x f x
 

 . 


