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引例 

导数的定义 

导数的几何意义 

函数可导性与连续性的关系 



引例 



变速直线运动的速度 

质点M 沿直线 L 作变速运动. 

规定了原点、正方向和单位长度，使直线成为数轴.  

质点的运动: ( )s f t  

该函数称为位置函数. 
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简单情形 该质点所经过的路程与所花的时间成正比， 

                  经过的路程 

                  所花的时间 

是常值，此值可表示该质点的速度， 

该质点作匀速运动. 

比如 2( )f t t , 0 1t  ： 2t  ,3； 3t  , 4  

 



0t t 时， A（位置 0( )f t ） B （位置 ( )f t ） 
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令 0t t ，若极限存在，设为v ,即 
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lim
t t

f t f t
v
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
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v 称为质点在时刻 0t 的瞬时速度(速度). 
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切线问题 

圆的切线:与圆只有一个交点的直线 

对一般曲线，这样定义切线就不一定合适. 

直线 1x  与抛物线 2y x 只有一个交点， 

但此直线不符合切线的原意. 
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例如， 



定义  设点 A是曲线C上一点，B 为另一点, 作 

割线 AB ,当点 B 沿曲线C 移动而趋向于点 A时，如果 

割线 AB 绕点 A旋转而趋于一极限位置, 

即直线 AT ，则称直线 AT 为曲线 ( )y f x 在点 A处的 

切线. 
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切线问题:曲线C为函数 ( )y f x 的图形的情形 

点 0 0( , )A x y ， ( , )B x y ，割线 AB 的斜率: 

0 0

0 0

( ) ( )
tan

y y f x f x

x x x x


 
 

 
 

若当 0x x 时，极限存在，设为 k ， 
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lim
x x
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x x





 

k 是割线斜率的极限，也就是切线的斜率. 
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这里 tank  . 
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导数的定义 



函数在一点处的导数 

定义  设函数 ( )y f x 在点 0x 的某个邻域内有定义， 

当自变量 x在 0x 处取得增量 x （ 0x x  仍在该 

邻域内）时，因变量 y 相应地取得增量 

0 0( ) ( )y f x x f x      

若
0

lim
x

y

x 




存在，则称函数 ( )y f x 在点 0x 处可导， 

0( )f x ，即 

 

并称该极限为 ( )y f x 在点 0x 处的导数，记为 

(differentiable) 

(derivative) 
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f x x f xy
f x

x x   
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也可记作
0

|x xy 
 ，

0

d

d x x
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x 

或
0

d ( )

d x x

f x

x 
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注  (1) 函数在点 0x 处可导 

具有导数 

(2) 导数的定义式可取不同形式，常见: 
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( ) ( )
( ) lim
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f x h f x
f x

h

 
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0

0
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( ) ( )
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f x f x
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x x


 
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(3) 导数概念: 函数变化率 

导数存在 

--各种具有不同意义的变量的变化“快慢”问题 



(4) 如果 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x   

  


 
不存在， 

就说函数 ( )y f x 在点 0x 处不可导.  

不可导： 0x  ，
y

x





， 

可说成“函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数为无穷大”.  



导函数的定义 

定义  若函数 ( )y f x 在开区间 I 内的每一点处都可导， 

则称 ( )f x 在开区间 I 内可导，这时,对于任一 x I , 

一个新的函数,这个函数称为原来函数 ( )y f x 的 

( )f x 、 y、
d

d

y

x
或

 d

d

f x

x
. 

都对应着 ( )f x 的一个确定的导数值,这样就构成了 

导函数(导数)，记为 



在点 0x 处的导数的定义式中将 0x 换成 x， 

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

x x
x

y f x f
f

x x   

   
  

 
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( ) ( )
( ) lim

h

f h fx x
xf

h

 
   

 注  (1) x 可以取开区间 I 内的任何数值， 

但在极限过程中， x 是常量， x 或h是变量. 



(2) 0( )f x 就是导函数 ( )f x 在点 0x x 处的函数值， 

即 
0

0( ) ( )
x x

f x f x


  . 



求导数举例 

例  求常数函数 ( )f x C 的导数. 

解 

0 0

( ) ( )
( ) lim lim 0

x x

f x x f x C C
f x

x x   

   
   

 
 

 
即                       0C   . 



例  求幂函数 ( ) ( )f x x  R 的导数. 

解   幂函数的定义域与常数 有关， 

设 x 在幂函数 x 的定义域内且 0x  ，则 

0 0

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f x x x x
f x

x x

 

   
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  

 
 

0

1 1

lim
x

x

x
x

x 

 
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即              1( )x x     

当 0x  时， 

 1 1x x


   
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0
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xx x
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
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 
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
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注  利用本式可很方便地求出常见幂函数的导数 
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例  求指数函数 ( ) ( 0, 1)xf x a a a   的导数. 

解   
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x x

x x

f x x f x a a
f x

x x



   

   
  

 
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1
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x
x

x

a
a

x



 


 
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0

ln
        lim lnx x

x

x a
a a a

x 


 


 

即      ( ) ln .x xa a a   

若 ea  ，则 (e ) ex x  . 

当 0x  时， 

e 1x x  

ln
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e 1
lim

x a
x

x
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
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

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例  求对数函数 ( ) log  ( 0, 1)af x x a a   的导数. 

解  
0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x 

  
 


 

0

log ( ) log
lim a a

x

x x x

x 

 



 

0

ln 1

lim
lnx

x

x

a x 

 
 

 


 

即  
1

(log )
ln

a x
x a

 


. 若 ea  ，则 
1

(ln )x
x

  . 

当 0x  时， 

 ln 1 x x  

0

log 1

lim
a

x

x

x

x 

 
 

 

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x

x

a x x a 



 


 



例  求正弦函数 ( ) sinf x x 的导数. 

解  
0 0

( ) ( ) sin( ) sin
( ) lim lim

h h

f x h f x x h x
f x

h h 

   
    

0

2sin cos
2 2

lim
h

h h
x

h

 
 

   

(cos ) sinx x   . 

 

即       (sin ) cosx x  . 

0

2 cos
2 2

lim cos
h

h h
x

x
h

 
  

    



例  求函数 ( ) | |f x x 在 0x  处的导数. 

解  
0 0 0

(0 ) (0) | | 0 | |
lim lim lim
x x x

f x f x x

x x x     

     
 

  
， 

当 0x  时，
| |

1
x

x


 


，故

0

| |
lim 1
x

x

x 


 


； 

当 0x  时，
| |

1
x

x





，故

0

| |
lim 1
x

x

x 





. 

所以，
0

(0 ) (0)
lim
x

f x f

x 

  


不存在， 

( ) | |f x x 在 0x  处不可导. 



单侧导数 

定义  若 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

  


存在, 则称其为 

函数 ( )f x 在点 0x 处的左导数，记作 0( )f x
 ，即 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x
 

  
 


 

若 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

  


存在, 则称其为 

函数 ( )f x 在点 0x 处的右导数，记作 0( )f x
 ，即 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x
 

  
 


. 

 



注  (1) 左导数与右导数统称为单侧导数. 

(2) 

定理   函数 ( )f x 在点 0x 处可导的充分必要条件是 

左导数 0( )f x
 和右导数 0( )f x

 都存在且相等. 

(3)  

如果函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可导，且 ( )f a
 及 ( )f b

  

都存在，那么就称 ( )f x 在闭区间 ,a b 内可导. 



导数的几何意义 



平面曲线C : ( )y f x ，  

点 0 0( , )A x y 是曲线 ( )y f x 上一点， 

T

C

 f x

x

y

O

A

0x

切线 

且函数 ( )y f x 在 0x 处可导. 

 ( )y f x 在点 A处的切线斜率: 

0 0

0

( ) ( )
tan lim

x

f x x f x
k

x


 

  
 


 

 
0( )f x  

切线方程: 

0 0 0( )( )y y f x x x    



过切点 A 且与切线垂直的直线叫做曲线 

( )y f x 在点 A 处的法线. 

如果 0( ) 0f x  ，法线方程: 

0 0

0

1
( )

( )
y y x x

f x
   


 

T

C

 f x

N

x

y

O

A

0x

切线 

法线 



注  如果 ( )y f x 在点 0x 处的导数为无穷大，这时 

( )y f x 的割线以垂直于 x 轴的直线 0x x 为极限位置， 

即 ( )y f x 在点 A 处具有垂直于 x 轴的切线 0x x ， 

其法线方程为 0y y . 

 



例  求曲线 siny x 在点
π 2

,
4 2

 
  
 

处的切线方程和 

法线方程. 

解  siny x 在点
π 2

,
4 2

 
  
 

处的切线的斜率: 

π π π

4 4 4

π 2
(sin ) cos cos

4 2x x x
y x x

  
      

siny x 在点
π 2

,
4 2

 
  
 

处的切线方程: 

2 2 π

2 2 4
y x

 
   

 
 



法线方程: 

2 π
2

2 4
y x

 
    

 
 



函数可导性 
与连续性的关系 



若 ( )y f x 在点 0x 处可导， 

0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )
x x

f x f x
f x

x x





 

0 0

0
0 0

0

( ) ( )
lim[ ( ) ( )] lim ( )
x x x x

f x f x
f x f x x x

x x 


   


 

 0( )  0 0f x    

若 ( )y f x 在点 0x 处可导，则 ( )f x 在点 0x 处连续. 

即
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，故 ( )f x 在点 0x 处连续. 



注  ( )y f x 在点 0x 处连续，但 ( )f x 在 

点 0x 处不一定可导. 

函数 2 | |y x x  在 0x  处连续， 

但函数 | |y x 在 0x  处不可导， 

而且曲线 | |y x 在原点没有切线. 

y x

x

y

O



函数 3y x 在 0x  处连续， 

 但函数 3y x 在 0x  处不可导:因为 

3

0 0

(0 ) (0) 0
lim lim
x x

f x f x

x x   

    


 
 

所以函数 3y x 在 0x  处不可导， 

但是曲线 3y x 在原点有切线 0x  . 

20
3

1
lim
x

x
 

  



 

y

xO 1

1

3y x
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引例 

0

0 0 0

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
x x x x

f x f x f x x f xy

x x x x    

   
 

  
  

小结 



导数的定义 

导函数的定义 

函数在一点处的导数 

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x   

  
  

 
 

0

0 0 0

0
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
h x x

f x h f x f x f x

h x x 

  
 


 



求导数举例 

0)( C  
1)(   xx  

xx cos)(sin   
xx sin)(cos   

aaa xx ln)(   
(e ) ex x   

1
(log )

ln
a x

x a
   

1
(ln )x

x
   

单侧导数 



导数的几何意义 

函数可导性与连续性的关系 

切线方程 法线方程 

可导连续,但反之未必成立. 

 0f x k    


