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第八章 多元函数微分学



考试要求
了解  多元函数的概念，二元函数的几何意义，二元函数
的极限与连续的概念，有界闭区域上二元连续函数的性质，
多元函数偏导数与全微分的概念, 了解隐函数存在定理，
多元函数极值和条件极值的概念，二元函数极值存在的充
分条件．
会   求多元复合函数一阶、二阶偏导数，求全微分，求多
元隐函数的偏导数，求二元函数的极值，用拉格朗日乘数
法求条件极值，求简单多元函数的最大值和最小值、并解
决一些简单的应用问题.
掌握 多元函数极值存在的必要条件.



主要考点
1.熟练求偏导数、全微分(求导法则、方法，特别是抽
象复合函数的求导)(基本功)

2.求极值及最值(几种情况)
3.综合题(特别是与微分方程的结合）



第一节  多元函数的基本概念



1、邻域
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考试内容概要
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一、平面区域的概念
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邻域，记为的全体，称为点

的的点距离小于一正数，与点

为平面上的一个点，是　　设



2、平面区域：平面或平面上由几条曲线所围 成的部分.

}.41|),{( 22  yxyx
x

y

o
包括边界在内的区域称为闭区域 . 
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不包含边界的区域称为开区域．

包含部分边界的区域称为半开区域．
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的边界．为该区域围成平面区域的曲线称
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有界闭区域； 无界开区域．
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如果区域延伸到无穷远处，则称为无界区域，否则称
为有界区域．

.有界区域总可以包含在一个以原点为圆心的相当大的圆域内
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即若 为有界区域，则存在正数 ，使得

　　　　　



二、多元函数的概念

., 称为因变量称为自变量，其中： zyx
的定义域，称为函数 ),( yxfzD 

{ | ( , ) ( , ) } .z z f x y x y D 全体函数值的集合　 ，　 称为函数的值域

1、二元函数的定义
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的二是变量则称变量一确定的值与之对应，

总有唯变量，按照某个对应法则，点

果对于任意平面上的一个点集，如是　　设
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的图形这个点集称为二元函数

　　　　

得一个空间点集

上的一切点时，取遍，当定一点

为竖坐标在空间就确为纵坐标，为横坐标，

．以，对应的函数值意点

，对任的定义域为　　设二元函数
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2、二元函数的几何意义



.上的投影区域

平面为该曲面在一个曲面，其定义域

二元函数通常表示在空间直角坐标系中，
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.,,: 21 称为因为变量称为自变量，其中 yxxx n
的定义域，称为函数 ),,( 21 nxxxfyD 

3、多元函数的定义
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的是变量与之对应，则称定的实数

，存在唯一确，通过对应法则

对元有序数组的集合，若为一个非空的　　设
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全体函数值的集合

　　 ，　 称为函数的值域

.统称为多元函数二元及二元以上的函数



0 0 ) 0( , ) ( ,
lim ( , ) , lim ( ) ,

x y x y P P
f x y A f P A

 
 或　 　　

．　　　　　　　

时的极限，记作当

为函数成立，则称

恒有时当

，使得，总存在正数若对任意给定的正数

上有定义，在平面区域　设函数

Ayxf
yyxx

yxfzAAyxf

yyxxPP

Dyxfz

yy
xx














),(lim
,

),(|),(|

,)()(||0

),(

0

0

00

2
0

2
00







三、二元函数的极限



几点说明：

(3)二元函数的极限运算法则及性质与一元函数类似．

.),(),(

),(),(lim1

00

,(),( 00

Ayxfyx

yxAyxf
yxyx

都趋于时，　　式趋于

以任何方，是指点）（
）




0

0

0 0 0

lim ( , )

( , ) ( , ) .

x x
y y

f x y

f x y P x y




如果有两种不同趋近方式，使 存在，但两者

不相等，此时也可断言 在点 处极限不存在

；二重极限　二元函数的极限也叫 ),(lim)2(
0

0
yxf

yy
xx






例     

解

( , ) (0,2)

sinlim
x y

xy
x

求极限　　

, ( , ) (0, 2) 0u xy x y u  令 则当 时， ，

0 2

sinlim lim
u y

u y
u 

 

2 .

( , ) (0,2) ( , ) (0,2)

sin sinlim lim
x y x y

xy xy y
x xy 

 



0



证明

222

2

0
022

0
0

limlim
xkx

kx
yx

xy

kxy
x

kxy
x 










取不同值时，当k

.lim 22)0,0(),(
不存在所以

yx
xy

yx 

有趋于沿直线考察点 ),0,0(),( kxyyx 

,
1 2k

k




也取不同值，21 k
k

，时，如

2
1

1
1: 2 




k
kk ，时，

5
2

1
2 2 




k
kk



确定极限不存在的方法：
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四、二元函数的连续性
1、定义
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(2)  闭区域上连续函数的性质

    有界闭区域D上的二元连续函数，必在D
上取得最大值和最小值．

    有界闭区域D上的二元连续函数，在D上
必定取得最大值和最小值的任何值．

[1] 最大值和最小值定理

[2] 介值定理

(1)   二元连续函数经过有限次的四则运算和复
合运算后仍为二元连续函数．

2、 连续函数的性质



1、偏增量，全增量
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2、偏导数
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0 ,y 如果当 时 极限
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3、偏导数的几何意义
,),()),(,,( 00000 上一点为曲面设 yxfzyxfyxM 

    偏导数 ),( 00 yxf x 就是曲面被平面 0yy 
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斜率.
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斜率.
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4、高阶偏导数

二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.

.函数的一阶偏导数的偏导数称为二阶偏导数
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其中 、 是 的函数，与 、 无关；

　　 是比 更高阶的无穷小量．

六、全微分

( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , ) .

z f x y x y A x B y
z f x y x y

dz df x y A x B y

   


    

　　则称 在点 处可微分，

称为 在点 处的全微分．记为

　　　 　



),(oyBxAz  ,0lim
0




z


),(lim
0
0

yyxxf
y
x





]),([lim
0

zyxf 


),( yxf

        若函数在某区域D内各点处处可微分，则称这函数
在D内可微分.

一元函数在某点的导数存在              微分存在．
多元函数的各偏导数存在              全微分存在．

说明：多元函数的各偏导数存在并不能保证全微分存在，
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（注意：与一元函数有很大区别）

多元函数连续、偏导存在、可微的关系:

偏导数连续 函数可微
函数偏导存在

函数连续



常考题型与典型例题
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第二节  多元函数的微分法
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则复合函数具有连续偏导数在对应点

且函数的偏导数和具有对

都在点及　　　如果

),()],(),,([
,),(

),(,),(
),(),(

yxyxyxfz
vu

vufzyxyx
yxvyxu









定理
一、复合函数的微分法



u
v tz

数可用下公式计算：

且其导可导在对应点合函数

则复具有连续偏导数在对应点

函数可导都在点及　　如果
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上定理的结论可推广到中间变量多于两个的情况.
如
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     以上公式中的导数       称为dt
dz

且可导对应点

在则复合函数续偏导数

具有连在对应点函数可导

都在点及、　　如果
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特殊地
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.,, 求偏导对的二元函数是作为中而右边 xyxz
x
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
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的两个偏导数存在．且在对应点

则复合函数偏导数

具有连续在对应点且函数

的偏导数和具有对都在点

及、　　　　　　如果
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类似地可推广到



全微分形式不变性

注：全微分形式不变性可理解为：对什么变量求偏导就
乘以什么变量的微分，不论这个变量是自变量，还是中间
变量.



二、隐函数的微分法
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y f x y f x
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 

　　设函数 在点 的某一邻域内

具有连续偏导数 且

则方程 在点 的某一邻域

内恒能确定一个单值连续且有连续导数的函数

它满足条件 并有

定理1
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　　设函数 在点 的某一邻域内

具有连续偏导数 且

则方程 在点 的某一邻域

内恒能确定一个单值连续且有连续导数的函数

它满足条件 并有





常考题型与典型例题



一、复合函数的偏导数与全微分

1、初等函数的偏导数和全微分；

2、求抽象函数的复合函数的偏导数和全微分；
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(2 ln 2 1) ( 2ln 2 1)dx dy   



1
1 2 ln .y xf yx f y y   



1 11 1 2(1,1), (1,1) (1,1) (1,1).f f f f    



11 221 3 .f f  



1 2 3 1 2 3( ) ( )f f yf dx f f xf dy         

3 11 22 33 13 23( ) ( )f f f xyf x y f x y f           
1 2 3 1 2 3( ) ( )f f yf dx f f xf dy         



1 11 12(1,1) (1,1) (1,1)f f f   



2 21 ( 4 ).
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二、隐函数的偏导数与全微分

1、由方程确定的隐函数

(2)方程两边微分；

(3)公式法. 

2、由方程组所确定的隐函数的偏导数(数学一)

(1)方程两边求偏导数；
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答案：B
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第三节  多元函数的极值与最值





多元函数的极值与最值

考试大纲要求：

      1.会求二元函数的极值;
      2.会用拉格朗日乘数法求多元函数的条件极值;
      3.会求简单多元函数的最大值和最小值;
      4.会解决简单的应用问题.



1、定义
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
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(1) ( , ) ( , ),
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z f x y x y
x y x y

f x y f x y
x y

f x y f x y
x y







　　设函数 在点 的某邻域内

有定义 对于该邻域内异于 的点 ：

　　　 若满足不等式　　

则称函数在 有极大值；

　　　 若满足不等式　　

则称函数在 有极小值

.极值极大值和极小值统称为

.为极值点使函数取得极值的点称



(1)

(2)

(3)

例 22 43 yxz 函数

例 22 yxz 函数

例 xyz 函数

处有极小值．在 )0,0(

处有极大值．在 )0,0(

处无极值．在 )0,0(



.0),(,0),( 0000  yxfyxf yx 　

,0),( 00  yxf x
.0),( 00  yxf y同理可得　

即该点的偏导数必为零

处有极值，则它在且在点具有偏导数

在点　　　　　　　设函数

.
),(,
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00

00

yx
yxyxfz 

,),(),( 00 处有极值在点设函数 yxyxfz 

0 0( , ) ( , )x y x y则对于点 的某邻域内任意 ，

0 0( , ) ( , ),f x y x y都有　

0 ,y y故 当 时 ),( 0yxfz 一元函数

,0处有极大值在 xx  ,因此



不一定

问题1：

使一阶偏导数同时为零的点，称为函数的驻点.
驻点偏导数存在的极值点

问题2：如何判定一个驻点是否为极值点？

注意： 驻点 极值点
　　但不是极值点的驻点是函数如 .,)0,0( 22 yxz 

?),(),(,
),(),(),(

00

0000

是否也取得到极值在点则极值

点均取得在及　　　若

yxyxf
yxyxfyxf

,),( 22 yxyxf ＝　例如　

,)0,0(),0(,0 2 点取得极大值在时当 yyfx 
,)0,0()0,(,0 2 点取得极小值在时当 xxfy 

.)0,0(),( 22 点没有极值在但 yxyxf 



),(),()],([ 22 yxfyxfyxfACB yyxxxy 

.
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),(,0),(
),(,0),(
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00
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0000
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　另法判别

是否为极值需，则如果

不是极值；，则如果

是极小值；则　　　　　

是极大值；则　　　　　

，且如果
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xx
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



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是它的驻点，设

且阶连续偏导数的某邻域内有连续的二

在点　　　　　　　函数

),(,
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00

00

yx
yxyxfz 

如下：处是否取得极值的条件在点则 ),(),( 00 yxyxf



极值的一般步骤：求函数 ),( yxfz 

.

,
,0),(
,0),(

:

　　　得驻点

求出实数解　解方程组第一步






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yxf

y

x

),(),,(),,(.
),,(:

000000

00

yxfCyxfByxfA
yx

yyxyxx 　　　数的值

求出二阶偏导对于每一个驻点第二步

.,: 2 再判定是否是极值的符号定出第三步 ACB 

.,: 判定是否是极值点如果有偏导数不存在的第四步

对自变量除了限制在定义域内外，并无其他条件.



二、条件极值与拉格朗日乘数法
条件极值：对自变量有附加条件的极值．

求联立解方程组　)2(

　下的极值在约束条件求函数 .0),(),(.1  yxyxfz 

.
),(),(),(

:)1(

乘数为常数，称为拉格朗日其中

　　　　　　

构造拉格朗日函数


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拉格朗日乘数法
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拉格朗日乘数为常数，其中

　

构造拉格朗日函数


 zyxzyxzyxfzyxF 

　下的极值

在约束条件求函数
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　意义进行判定一般由具体问题的实际　　　

是否为极值点．判别

).(
),()3( yx

拉格朗日乘数法可推广到自变量多于两个的情况：         

　处取得在解出的点

的极值点可能，则函数，解出消去
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yxfyxλ

拉格朗日乘数法



　处取得可能在解出的点

的极值点，则函数，解出消去
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求联立解方程组　)2(
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定义2
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00

上的最大值点在称为点

上的最小值，在为函数则称

　　　　

上的最大值点；在称为点

上的最大值，在为函数则称

　　　　

，恒有：如果对

点上有定义在区域　　设函数

Dyxfzyx
Dyxfzyxf
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Dyxfzyxf
yxfyxf

DyxDyx
Dyxfz
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
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.最值最大值和最小值统称为



求在有界闭区域上连续函数最值的一般方法：

    1、求出函数在D内的所有驻点和偏导数不存
在的；

    2、求在D的边界上的最大值和最小值；

    3、比较如上函数值的大小，其中最大者即
为最大值，最小者即为最小值.

注：实际问题的最值
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.0,0,0  zyxxyzV ，其中

其表面积最少？　长、宽、高各为多少时

的的长方体箱子，问箱子　　要造一个容量一定

,
例

解
，则，表面积为为

，容量、、别为设箱子的长、宽、高分
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一定存在最小值，由实际意义知 S,
　时、宽、高均为所以当长方体箱子的长 ,3 V

　取得最少值其表面积 .63 2VS
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即边界上的值为零. 
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常考题型与典型例题



考题形式



答案：A



答案：D



答案：D



1 1(0, )f
e e
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2 2 2 2 2 2
max min( 2) ( 2) 8 72, 1 1 2 6.u u         



3 2.最大值为 ，最小值为


